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die Eigenwerte [N, N,,N_;]=[N,0,0] annehmen
und dafl nach (A 1.13), (A1.12) und (A 1.9)

To=416(No—3 N) (A5.12)
it e
fn=(NN|Ty|NNy=— 56 N.  (A513)
Aus (A 5.11) folgt damit
L 2N+3
h=—sirs e @=N.N-2..), (A514)

16 Aus Gl. (A 5.9) (gy=0 gesetzt) ergibt sich fy nur bis auf
das Vorzeichen.
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womit (4.6) gezeigt ist.
T,|L L) ist proportional zu |L+2L+2), also

gL|L+2L+2)=Ty|LL)y (L=N-2,N—4,...).
(A 5.15)

Wir legen die Phasen der Vektoren |L L) sukzessiv
so fest, daBl g, => 0 ist. Dann berechnet man aus (A 5.9)
und (A 5.14) leicht, daf

3(L+1)(L+2)  (2N+3)2—(2L+3)2

2(2L+3) (2L+5) 6
(L=N—-2,N—4,...) (A5.16)

gL =

gilt, womit auch (4.7) bewiesen ist.

Uber die Symmetrie-Eigenschaften der reduzierten Dichtematrizen

und der nattrlichen Spin-Orbitale und Spin-Geminale
(der nattirlichen Ein- und Zwei-Elektronen-Funktionen)

Von WEerNer KurzELNIGG

Laboratoire de Chimie Quantique, Université de Paris
(Z. Naturforschg. 18 a, 1058—1064 [1963] ; eingegangen am 1. Juli 1963)

The density operator (density matrix) of a quantum mechanical system can be decomposed into
operators which transform as irreducible representations of the symmetry group in coordinate and
spin space. Each of these components has a physical meaning connected with the expectation values
of certain operators. The reduced density matrices can be decomposed in a completely analogous
way.

The symmetry properties of the total wave function give rise to degeneracies of the eigenvalues
of the reduced density matrices. These degeneracies can be removed by requiring that the natural
spin orbitals (NSO, defined as the eigenfunctions of the first order density matrix), as well as the
natural spin geminals (NSG, the eigenfunctions of the second order density matrix) and their
spinless counterparts transform as irreducible representations of the symmetry group and are
eigenfunctions of S and S; .

In many important cases this requirement is compatible with the original definition of the NSO,
the NSG etc. e. g., when there is no spatial degeneracy of the total wave function and when the
Z-component of the total spin vanishes. When these conditions are not fulfilled an alternative

definition of the NSO and the NSG is proposed.

Die von Lowpin! eingefiihrten natiirlichen Spin-
Orbitale (NSO) haben in den letzten Jahren eine
besondere Bedeutung erlangt, einerseits, weil sie
eine besonders anschauliche Interpretation kompli-
zierter Mehrteilchenwellenfunktionen erméglichen 2,
zum anderen, weil sie die optimale Konvergenz eines
Konfigurationen-Wechselwirkungsansatzes gewihr-
leisten und deshalb die Losung des quantenmecha-
nischen Mehrteilchenproblems wesentlich vereinfa-
chen konnen 4. Es besteht eine enge Beziehung zwi-
schen den stark besetzten NSO und den SCF-Orbita-
len im Rahmen des Modells der unabhingigen Teil-

P. O. Léwpix, Phys. Rev. 97, 1509 [1955].
H. Suuir u. P. O. Léwpix, J. Chem. Phys. 30, 617 [1959].
H. Suuiy, J. Chem. Phys. 30, 1405 [1959].

1
2
3

chen, derart, daf} diese als erste Naherungen fir die
NSO dienen konnen*. Auf Grund der Lowpinschen
Definition der NSO als Eigenfunktionen der Dichte-
matrix 1. Ordnung (o,) sind die NSO noch nicht
eindeutig definiert, weil diese Dichtematrix entartet
sein kann und es im allgemeinen auch ist. Diese
Entartung ist wesentlich durch bestimmte Symmetrie-
forderungen an die Wellenfunktion bestimmt.
Wie CoLemaN ® zeigen konnte, folgt aus der Anti-
symmetrie der Wellenfunktion eines n-Fermionen-
systems in bezug auf Vertauschung der Elektronen
eine zweifache (oder jedenfalls geradzahlige) Ent-

4 W. Kurzewsice, Theor. Chim. Acta 1, 327, 343 [1963].
5 A.J. CoLeman, Can. Math. Bull. 4, 209 [1961].
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artung jedes Eigenwertes der Dichtematrix 1. Ord-
nung. Eine weitere Ursache fiir die Entartung von o,
liegt in der raumlichen Symmetrie des betreffenden
Problems. Diese soll hier besonders interessieren.
Bekanntlich 1aBt sich zeigen, daf} eine Wellenfunk-
tion, die Losung eines quantenmechanischen Pro-
blems ist, sich wie eine irreduzible Darstellung der
Symmetriegruppe des Systems transformiert bzw.
immer so gewahlt werden kann. Wir wollen abge-
kiirzt davon sprechen, daf} die Wellenfunktion eine
reine Symmetriefunktion ist. (In der angelséchsischen
Literatur ist die Bezeichnung symmetry adapted
function iiblich.) Die Frage liegt nahe, ob auch
die natiirlichen Spin-Orbitale reine Symmetrie-
funktionen sein konnen, und ferner, wieweit die
durch die Symmetrie der Gesamtfunktion bedingte
Entartung von ¢; und damit die Mehrdeutigkeit in
der Definition der NSO sich aufheben lifit, wenn
man fordert, da} die NSO reine Symmetriefunktio-
nen sein sollen.

Es ist von vornherein gar nicht selbstverstandlich,
dafl diese Forderung mit der Definition der NSO
vereinbar ist. Denn auch die Orbitale in der Har-
TREE-Fockschen Theorie sind nicht ohne weiteres
reine Symmetriefunktionen. Wie DeLBriick 8 fiir den
sphérisch symmetrischen Fall und spiter Roornaan?
allgemeiner zeigte, sind die Spinorbitale, die das
Minimum der Energie in einer Eindeterminanten-
darstellung geben, nur dann notwendigerweise reine
Symmetriefunktionen (bzw. als solche wahlbar),
wenn eine sogen. abgeschlossene Schale vorliegt.

In der SCF-Theorie setzt man meist auch fir
nicht-abgeschlossene Schalen die Orbitale als reine
Symmetriefunktionen an (symmetry and equivalence
restrictions 8), erhilt aber dann eine etwas hohere
Energie als die beste SCF-Energie. Dieses Verfah-
ren ist dadurch gerechtfertigt, dall es den mathe-
matischen Formalismus wesentlich vereinfacht. Eine
dhnliche Vereinfachung ist auch zu erwarten, wenn
man als NSO reine Symmetriefunktionen verwenden
kann. Wir wollen sie daher grundsétzlich in- dieser
Weise wahlen, sofern das mit ihrer klassischen De-
finition! vereinbar ist. In den Fillen, wo sich die
erwiahnte Forderung nicht erfiillen 1a6t, ware ihre

M. Deusriick, Proc. Roy. Soc., Lond. A 123, 686 [1930].
C. C. J. Roornaax, Rev. Mod. Phys. 23, 69 [1951].

R. K. Nesser, Proc. Roy. Soc., Lond. A 230, 312 [1955].
E. R. Davipson, J. Chem. Phys. 37, 577 [1962].

10 Nach Ruepensere 12 (vgl. auch McWeeny 11) ist die Be-
zeichnungsweise ,,Dichteoperator® vorzuziehen, sofern man

© ® N ®

1059

Definition so abzuédndern, dal man sie als diejenige
Basis von reinen Symmetriefunktionen auffafit, die
die optimale Konvergenz einer Entwicklung nach
Konfigurationen gewéahrleisten.

Einen anderen Weg zur Verschiarfung der Defi-
nition der NSO bei Entartung der Eigenwerte von o,
beging Davipson . Nach diesem Verfahren ergeben
sich die NSO aber oft nicht als reine Symmetrie-
funktionen, ja (etwa fiir einen Triplett-Zustand)
nicht einmal als Eigenfunktionen des Spinoperators
S0

Die Eigenschaften der Dichtematrizen zweiter Ord-
nung 0, und ihrer Eigenfunktionen dhneln sehr de-
nen von ©;. Wegen der grollen Bedeutung von 0,
zur Beschreibung eines quantenmechanischen Systems
sollen diese hier auch diskutiert werden.

Entwidklung der Dichteoperatoren nach
irreduziblen Darstellungen

Die Wellenfunktionen v; (i=1, 2,...,K) eines
quantenmechanischen Systems mégen die Basis einer
K-dimensionalen irreduziblen Darstellung der Sym-
metriegruppe des Systems bilden. Dann transformie-
ren sich die y; bei Anwendung eines Symmetrieope-
rators R* gemal}

Rryi= > Ty (1)
%

Die Dichtematrix oder der Dichteoperator ! des
Systems ist durch (2) gegeben 1!:

01,2,y 1,2/,
=l,Ui(1,2,..

Entsprechend sind die Ubergangsdichteoperatoren
0% =;y,* definiert. Die K2 Operatoren ¢ und ¢**
bilden offenbar eine Darstellung der Symmetrie-
gruppe, wenn man unter der Anwendung eines Sym-
metrieoperators auf o dessen Anwendung auf die
ungestrichenen und die gestrichenen Koordinaten
gleichzeitig versteht:

,n)
-7'1)'%*(1’,2,,---,”,). (2)

K
R o'= > I T of*. (3)

i k=1

sich nicht auf eine Basis festlegt, in bezug auf die der
Dichteoperator die Gestalt einer Matrix im herkommlichen
Sinn hat.

11 R. McWEeeny, Rev. Mod. Phys. 32, 335 [1960].

12 K. RuepexBerc, Rev. Mod. Phys. 34, 326 [1962].
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Diese Darstellung ist im allgemeinen reduzierbar.
Ein Dichteoperator o 1Bt sich in seine irreduziblen
Komponenten 9% zerlegen 13, wobei die Koeffizien-
ten y;; die tiblichen Koeffizienten fiir die Zerlegung
des direkten Produktes zweier Darstellungen sind:

o= D yir®. (4)
%

Die Entwicklung (4) enthilt die invariante (total-
symmetrische) Darstellung o), wobei y; von i un-
abhéngig ist. Durch Umkehrung von (4) lassen sich
die o) als Linearkombinationen der ¢’ und o for-
mulieren.

Jeder Dichteoperator ist antisymmetrisch in be-
zug auf eine Permutation der gestrichenen oder der
ungestrichenen Koordinaten. Die o) sind also je-
denfalls invariant gegeniiber einer gleichzeitigen
Permutation der gestrichenen und ungestrichenen
Koordinaten.

Wenn v; eindimensionale irreduzible Darstellung
ist, so ist o totalsymmetrische Darstellung, weil
I';I';*=1; in der Entwicklung (4) tritt nur o
auf. Wenn v; einer mehrdimensionalen Darstellung
angehort, 1dBt es sich immer so wiahlen, dal} es ein-
dimensionale Darstellung in bezug auf eine Unter-
gruppe der Gesamtgruppe ist. Gegeniiber den Ope-
ratoren dieser Untergruppe ist dann ¢’ invariant.
Dadurch wird die Zahl der Terme in (4) stark
eingeschrénkt.

Man sieht leicht, daf} allgemein (vgl. 14716)

Spur(gi) =70 Spur(g(o)) ;
Spur(0®) =0 fiir k=0, (5)

wenn man unter der Operation ,,Spur® versteht, dafl
die gestrichenen Koordinaten gleich den ungestriche-
nen gesetzt werden und man anschliefend tiber
diese integriert. Nur die Spur eines totalsymmetri-
schen Operators ist von 0 verschieden.

Es sei nun ein Operator 2% gegeben, der sich
wie die k-te irreduzible Darstellung der Symmetrie-
gruppe transformiert. Fiir dessen Erwartungswert
gilt:

(QF) =Spur (2* ¢') =7i, Spur (2% o®).  (6)

(Eventuell hat man tiber die verschiedenen Kompo-
nenten der gleichen Darstellung zu summieren.)

13 Die Summierung geht sowohl iiber die verschiedenen Dar-
stellungen, als — bei mehrdimensionalen Darstellungen —
auch iiber die einzelnen Komponenten. Vielfach (bei ge-
eigneter Wahl von ;) tritt aber nur eine Komponente je-
der Darstellung auf.
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Nur die Komponente Q% 9%) enthilt die totalsym-
metrische Darstellung und trigt infolgedessen zum
Erwartungswert bei 1.

Insbesondere ist der Erwartungswert eines be-
liebigen totalsymmetrischen Operators (etwa des
Hawmivron-Operators) bereits durch 0(*) bestimmt.

Fir die Theorie der Atome wichtig ist der Fall
sphérischer Symmetrie. Die y;; in (4) sind hier durch
die Cressca—Gorpon-Koeffizienten 17 gegeben. Be-
reits die Dichtematrizen 0" fiir festes [ — ohne
die Ubergangsdichtematrizen — bilden eine (redu-
zible) Darstellung. Die irreduziblen Darstellungen
0®) — von denen nur die bei einer Rotation um die
z-Achse invarianten Komponenten auftreten — han-
gen dann mit den 0" gemdl} (7) zusammen:

Qm= Z ([ml_m‘}llk()) Q(k)a
k

oW =3 (Iml—m|LLkO) o™ (7)

m

Daraus kann man einige einfache Regeln ableiten:

1. Der Koeffizient von ¢’ ist unabhingig von m
durch (Iml—m|l100) =(—1)"""(21+1)"" ge-
geben.

2. Der Koeffizient von o) ist proportional m, da
Iml—m|l110)=(=1)"""m-[3/II+1)21+1)]".

3. Wenn m =0, so verschwinden alle 0*) mit un-

geradem k, da (1010|ll1k0) =0 fiir k ungerade.

4. Die Koeffizienten im Ausdruck fir o= er-
geben sich aus denen fiir ¢” durch Multiplikation
mit (—1)*.

Die Gln. (7) gelten auch in bezug auf die Rota-
tionsgruppe der Spinkoordinaten, unabhingig von
der rdaumlichen Symmetrie (unter der Voraussetzung
natiirlich, da} keine nennenswerte Spin-Bahn-Kopp-
lung besteht). Man hat dann nur m durch M und
I durch S zu ersetzen. Der Index k sei dabei in
eckige Klammern gesetzt. Die Komponenten p!*!
sind im allgemeinen nicht einfache Produkte eines
Raumfaktors mit einem Spinfaktor, sondern Linear-
kombinationen verschiedener Produkte, gemall den
verschiedenen moglichen irreduziblen Tensoropera-
toren im Spinraum gleicher Dimension fir gleiches
S und M;. Alle in bezug auf eine Rotation im Spin-

4 U. Favo u. G. Racan, Irreducible Tensorial Sets, Academic
Press Inc., New York 1959.

15 U. Favo, Rev. Mod. Phys. 29, 74 [1957].

16 W. A. Binger, J. Chem. Phys. 32, 1522 [1960].

17 A.R. Epmoxps, Angular Momentum in Quantum Mechan-
ics, Princeton University Press 1957.
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raum invarianten Eigenschaften hingen nur von o)
ab, insbesondere diejenigen Eigenschaften, die vom
Spin ganz unabhingig sind, sowie diejenigen, die
sich wie der Gesamtspin transformieren.

SchlieBlich ist noch eine Zerlegung von ¢ in ir-
reduzible Darstellungen der Permutationsgruppe nur
der Raumkoordinaten oder nur der Spinkoordinaten
denkbar, wobei jede dieser Darstellungen in be-
stimmter Weise in Zusammenhang mit den Erwar-
tungswerten von Operatoren interpretiert werden
kann.

Die analoge Zerlegung der reduzierten
Dichtematrizen

Die reduzierten Dichtematrizen lassen sich als Er-
wartungswerte von Distributions-Operatoren formu-
lieren (vgl. dazu !8). (Da MiBiverstindnisse kaum
moglich sind, wird fiir den Operator selbst sowie sei-
nen Integralkern das gleiche Symbol verwendet. Die
Integration hat — vor der Spurbildung tiber die un-
gestrichenen Koordinaten z; zu erfolgen) :

01(z,2) = (D4 (z,2) )

= Spur (;°0(X > T2+ -« s T3 Ty s Lo se v =5 Tp )s
(8)
0s (21, 2115 21, T17)
=Spur (D 0(Xys Toyenes Tp; Xy To'sen sy,
(9)
(10)

Dl(x,x,) = Z 6(x_xt) 6(x,_xi’)7

s (21, 2115 21, 211')
= Z'(S(Il—xi) O(zr—2z;) O(a) — /) (2 —2;).
o (11)

Wenn o invariant gegeniiber einer gleichzeitigen
Permutation der ungestrichenen und der gestriche-
nen Koordinaten ist, so kann man statt (10) und

(11) die einfacheren Ausdriicke (12) und (13)

wihlen 18:

O,=N-d(x—1x,) 6(2' —2,),

De=N(N-1) -6 (21— ) 6 (21— ,)
-0 (II’ o 11,) O (zy — xz,) .

Benutzen wir die Zerlegung (4) von o' nach irredu-

ziblen Darstellungen, so ergibt sich:
or'= D vir Spur (D 0¥) = ¥ yir0,®.
% %

(12)
(13)

(14)

18 R. McWEeeny u. Y. Mizuvo, Proc. Roy. Soc., Lond. A 259,
554 [1961]. (Die Verwendung der Koordinaten z; und z,”
ist dort umgekehrt wie hier.)

1061

Ein analoger Ausdruck ergibt sich fiir 9,’. Es soll
nun gezeigt werden, dafl die o,%), die durch (14)
definiert sind, sich wie die k-te irreduzible Darstel-
lung 13, also analog wie die o*) transformieren. Zu
diesem Zweck entwickeln wir den Operator (12)
nach einem vollstindigen orthonormalen Satz von
Funktionen f(z, z"), die sich wie irreduzible Darstel-
lungen der Symmetriegruppe (bei gleichzeitiger An-
wendung auf z und 2”) transformieren. Eine solche
Entwicklung ist immer maglich.

Oi(z, ") = Y fr(z, 7))  p* (21, 7,). (15)
Die Teilsummen von (15) iiber Funktionen f,* der
gleichen Symmetrierasse wollen wir als O, bezeich-
nen. Dann gilt:
,® =Spur (D; o¥) =Spur (9,% ™) =
=3 f#(z,2") -Spur [f,** (21, 2,) e®].  (16)
Jeder Summand in der Summe tiber » transformiert
sich im z, 2-Raum wie eine irreduzible Darstellung,
folglich auch o, ®.

Ein entsprechender Beweis gilt fir die Zerlegung
von 0, .

Insbesondere ergibt sich, daB, wenn o' totalsym-
metrische Darstellung ist, auch die reduzierten Dichte-
matrizen invariant gegeniiber jeder Symmetrie-
operation sind. Im Falle eines Singletts sind ¢, und
0 invariant beziiglich einer Rotation im Spinraum,
folglich treten in ihren Entwicklungen nach irredu-
ziblen Tensoroperatoren im Spinraum nur eindimen-
sionale Operatoren auf.

Die Spinabhangigkeit der natiirlichen
Spin-Orbitale

Der vollstandige Satz irreduzibler Tensor-Opera-
toren im Einteilchenspinraum [im Sinne der Zer-
legung (15)], die invariant gegeniiber einer Rota-
tion um die Spin-z-Achse sind, besteht nur aus fol-
genden beiden (auf 1 normierten) Operatoren:

Y und Z.

27" [a(s) a*(s") +B(s) ()] =Y =27"1,

27 [g(s) a*(s") — B(s) B*(s))=2Z=2""-S,. (A7)
Entsprechend besteht 0, nur aus zwei Termen [ge-
mal (14), (16)]:
0,=Py'Y+Pz-Z=P;-1+20Q,S,

= (Py+Qy)a(s)a” (s") + (Py —Ql)ﬂ(s)ﬂ(s').
(18)
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I=2"-Y bedeutet dabei die Identitdt im Spinraum,
S, die Z-Komponente des Spinoperators, P; die spin-
freie Dichtematrix 1. Ordnung und @, die Spin-
dichtematrix !5, die sich berechnen gemall (19),
wenn O (r,7’) den Operator (8) bzw. (10) ange-
wandt nur auf die Raumkoordinaten bedeutet:

Py=27"Py=Spur[O(r,r') Y*(sy,s,)0]27""
= 1(SMSM/SS00)Spur[D(r, ') 0],
Q1 =27"P;=Spur[O(r,r') Z* (51, 5,") 0] 27"
= (SMSM/SS10)Spur[D(r, ') S, (s;) €M]. (19)

Die Faktorisierung (18) von o; wurde bereits
von McWEENY und Mizuno '8 und unabhingig davon
von BiINGeL!® abgeleitet. BiNGEL zog daraus auch
bereits den Schluf}, da} die natiirlichen Spin-Orbi-
tale (NSO) z;., die als Eigenfunktionen von o, ge-
méal (1) definiert sind ! und nach denen sich g, ent-
wickeln lafit (21), Eigenfunktionen des Operators S,
sind, d.h. gleich einem Raumfaktor, multipliziert
mit a oder f. Es liegt nahe !, die Eigenfunktionen
des spinfreien Operators P; [analog (20), (21)]

[e1(2,2) (@) d@) =viz(@),  (20)

01(2,2) = Y ri7() 1 (@) (21)
als ,natiirliche Orbitale (NO) zu bezeichnen.
A priori sind diese nicht mit den Raumfaktoren der
NSO identisch. Die NO sind jedenfalls dann gleich
den Raumfaktoren der NSO, wenn M =0 ist. Dann
verschwindet nimlich (SMSM/SS10) und damit Q.
Jedes NSO tritt dann sowohl mit a-Spin als auch
mit §-Spin mit der gleichen Besetzungszahl auf. Je-
der Eigenwert von g, ist zweifach entartet.

Es empfiehlt sich, auch fiir ¥ == 0 die NO, multi-
pliziert mit @ und f, als natiirliche Spinorbitéle
zu definieren. Selbst wenn diese Funktionen o,
nicht diagonalisieren, treten mit spinfreien Opera-
toren, etwa dem Hamirron-Operator, keine Nicht-
Diagonalelemente auf. Es wire zudem nicht zu ver-
treten, fiir die verschiedenen Komponenten eines
Spin-Multipletts verschiedene Basisfunktionen zu
verwenden, zumal man die w-Funktionen dieser
Komponenten untereinander durch Anwendung der

sogen. ,step-up“ und ,,step-down“-Operatoren um-
wandeln kann.
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Die Spinabhingigkeit der natiirlichen Spin-
Geminale und die Permutationssymmetrie
der natiirlichen Geminale

Unter den natiirlichen Spin-Geminalen (NSG)
oder natiirlichen Zweielektronenfunktionen sollen
die Eigenfunktionen der Dichtematrix g, verstanden
werden, entsprechend unter den natiirlichen Gemi-
nalen (NG) die Eigenfunktionen der spinfreien
Dichtematrix P,. (Der Name ,,Geminale* fiir Zwei-
elektronenfunktionen wurde von SnuLL? vorgeschla-
gen.) Da v invariant gegeniiber einer Rotation um
die Spin-z-Achse ist, treten in der Entwicklung von
0, [analog zu (14), (15), (16)] nur solche Kom-
ponenten der Tensor-Operatoren im Spinraum auf,
die invariant gegeniiber einer Drehung um die
z-Achse sind. Folglich ist g, nach Eigenfunktionen
von S, faktorisiert. Es fragt sich jetzt, ob 0, auch
nach Eigenfunktionen von S? faktorisiert ist, mit
anderen Worten, ob die NSG Eigenfunktionen von
S? sind.

Bekanntlich sind im Zweielektronenfall 4 Spin-
funktionen maglich, die Eigenfunktionen von S? und

S, sind:
a=a(l) a(2), b=p4(Q1) f(2),
c=2""[a(1) (2) +B(1) a(2)],
d=2""[a(1) f(2) - (1) a(2)].

Die im Zweielektronenfall moglichen (normierten)
irreduziblen Tensoroperatoren im Spinraum lassen
sich durch diese Spinfunktionen ausdriicken. Hier
interessieren von den mehrdimensionalen Darstel-
lungen nur diejenigen, die invariant gegeniiber
einer Rotation um die z-Achse sind.

l-dimensional: 4,°=1 (aa*+bb*+cc*+dd*),
A'=12"""(3dd*—aa"-bb*
—cc").

(22)

3-dimensional: A4,'= 27" (aa*—bb*),
Ast= 27 (cd* +dc*),
A= 27 (cd* —dc).
5-dimensional: 4= 6 ":(aa*+bb*—-2cc*).

(23)

Entsprechend erhélt man die Entwicklung

0= D Ri¥(ri,ris v ri) - A% (s, sus 815 su') (24)
ik
mit
Ri* =Spur[ O, (ry, rip; 11’y rir’) A%*(s15 525 81’5 89') 0]
= (SMSM/SSK0) -Spur (D, A/* o). (25)
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Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Faktorisierung von 9, nach Eigenfunktionen von S*
ist das gleichzeitige Verschwinden von R,! und Rg'.
Der Faktor (SMSM/SS10) verschwindet offenbar,
wenn M =0 ist. M =0 ist also hinreichende, wenn
auch nicht notwendige Bedingung dafur, dafl die
NSG Eigenfunktionen von S? sind.

Im Falle M =0 verschwindet auch R,!, d. h. aa®
und b b* treten mit dem gleichen Raumfaktor auf.
Zu jedem NSG mit Spinfunktion a ist auch das ent-
sprechende Geminal mit Spinfunktion b ein NSG
mit gleicher Besetzungszahl. Die diesbeziiglichen
Eigenwerte von g, sind zweifach entartet.

Liegt ein Singlett vor, d. h. ist S=0, so verschwin-
det auch R, Das bedeutet, aa*, bb* und cc* ha-
ben den gleichen Raumfaktor; der zu NSG mit S=1
(Triplett!) gehorige Eigenwert ist dreifach entartet.
Die drei Triplett-Komponenten (M= —1,0,1) ha-
ben die gleiche Besetzungszahl. Die Entwicklung
(24) vereinfacht sich in diesem wichtigen Sonder-
fall zu:

0s=%(R®°—37"R,0) (aa*+bb*+cc*)
+3 (R°+3"-R,% -d d*. (26)

Der Raumfaktor der Triplett-Operatoren kann nur
antisymmetrische Eigenfunktionen haben, derjenige
des Singlett-Operators nur symmetrische.

Nun ist aber die spinfreie Dichtematrix P, =% R,®
symmetrisch in bezug auf eine gleichzeitige Permu-
tion beider Koordinatenpaare, die NG miissen also
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch beziig-
lich einer Vertauschung beider Elektronen sein. Das
gleiche gilt fiir Ry? und seine Eigenfunktionen. De-
finieren wir (unabhingig von der Voraussetzung,

dal S=0):
Py=1% (Rxo - 3_1/"R20) s
Py=} (R~ 3" Ry). (27)

P; sei als Triplett-Dichtematrix und Ps als Singlett-
dichtematrix bezeichnet. P; und P haben keinen ge-
meinsamen Eigenvektor; das bedeutet aber, dal R,°
und R, die gleichen Eigenvektoren haben.

Im Spezialfall S=0 sind folglich die NG (Eigen-
funktionen von R,°) multipliziert mit einer der vier
Spinfaktoren — je nachdem die Eigenfunktion sym-
metrisch oder antisymmetrisch sind — mit a, b, ¢
bzw. mit d gleich den NSG.

Man kann Spur(P;) als die Wahrscheinlichkeit

auffassen, daBl ein (natiirliches) Spin-Geminal ein
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Triplett und Spur(P;), dal} es ein Singlett ist. Man
erhalt:

3Spur(P;) =8 N(N—-2) +2S5(S+1),

Spur(Ps) =3 N(N+2) —-2S5(S+1). (28)

Zur Ableitung driickt man den Spinoperator in
der Diracschen Formulierung!? in unseren Basis-
funktionen aus:

S2=—1N(N-4)+ Zpij,
Pi=aa*+bb*+cc*—dd*,
S(S+1) =1 Spur(S%p,).

(29)

Das Symmetrieverhalten der natiirlichen
Orbitale und Spin-Orbitale

Wenn die n-Teilchen-Funktion v eindimensionale
irreduzible Darstellung der Symmetriegruppe ist, so
ist o, invariant gegeniiber der Anwendung jeder
beliebigen Symmetrieoperation. Daraus folgt auto-
matisch, da} die Operatoren der Symmetriegruppe
und der Dichte-Operator g, (ebenso P,) simultane
Eigenfunktionen haben. Die Eigenfunktionen von o,
(oder P,) transformieren sich wie irreduzible Dar-
stellungen der Symmetriegruppe. Alle zur gleichen
K-dimensionalen Darstellung gehorenden NSO (NO)
haben den gleichen Eigenwert »; von o;, d. h. die
gleiche Besetzungszahl. »; ist K-fach entartet. Halt
man sich in bezug auf die Wahl der Basis einer ge-
gebenen Darstellung an eine bestimmte Konvention
(etwa an diejenige von CoxpoN und SuoORTLEY 20 im
sphérisch symmetrischen Fall), so besteht trotz der
Entartung keine Mehrdeutigkeit in der Definition
der NSO (NO).

Wenn die Gesamtfunktion v; einer mehrdimensio-
nalen Darstellung angehort, sind die Eigenfunktio-
nen von o; zumindest so wahlbar, daf} sie sich wie
irreduzible Darstellungen einer nicht-entarteten Un-
tergruppe der Gesamt-Symmetriegruppe transfor-
mieren. Im sphérisch symmetrischen Fall (natiirlich
auch im axial-symmetrischen Fall) wahlt man v; so,
dal} es Eigenfunktion von M, ist. Dann sind auch die
NSO (NO) Eigenfunktionen von M,, nicht ohne
weiteres allerdings von L2.

Bei entarteter Wellenfunktion ist o; zwar gemil
(14) eine Summe von Termen, die sich wie irredu-
zible Darstellungen beziiglich einer gleichzeitigen

9 P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soy., Lond. A 123, 714 [1929].
20 E.U. Convox u. G.H. Suortiey, The Theory of Atomic
Spectra, Cambridge University Press 1951.
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Anwendung einer Symmetrieoperation auf z und a’
verhalten, aber nicht beziiglich jeder der beiden Ko-
ordinaten fiir sich. Gehen wir fiir die Zerlegung der
Einheit entsprechend (15) nicht von einem vollstén-
digen Satz von Zweiteilchen-Funktionen aus, son-
dern von Einteilchenfunktionen g(z), die reine Sym-
metriefunktionen sind und deren dyadische Produkte
dann eine Basis von Zweiteilchenfunktionen bilden,
die ihrerseits reduziblen Darstellungen angehoren,
so erhalten wir statt (14) :

01(x, &) = ¥ gi(x) g" (') Spur[gi” (,) g;(2,) ol
! (30)

Voraussetzung fiir eine Faktorisierung von o; nach
Symmetrierassen ist das Verschwinden von Spur
[g* (%) gu(2") 0], sofern g, und g. einer verschie-
denen Symmetrierasse angehoren. Dieser Ausdruck
verschwindet fiir jedes beliebige Paar von Symme-
trierassen nur, wenn g totalsymmetrisch ist oder
wenn es sonst eine besondere spezielle Form hat.

Die NSO (NO) sind hauptsdchlich deshalb von
Interesse, weil sie die optimale Konvergenz eines
Konfigurationen-Wechselwirkungsansatzes gewéahr-
leisten. In diesem Sinne macht es aber offenbar kei-
nen groflen Unterschied, ob wir als NSO die Eigen-

SYMMETRIE-EIGENSCHAFTEN DER REDUZIERTEN DICHTEMATRIZEN

funktionen von ¢, oder diejenigen der totalsymme-
trischen Komponente ¢,”) verwenden. Letztere ha-
ben den Vorteil, reine Symmetriefunktionen zu sein,
auflerdem geben sie, selbst wenn sie g, nicht diago-
nalisieren, mit jedem beliebigen totalsymmetrischen
Operator, etwa dem Einelektronen-Hamirrox-Opera-
tor, keine Nicht-Diagonalelemente. Das ist analog zu
dem Vorschlag, statt der NSO besser die NO, multi-

pliziert mit einem Spinfaktor, zu verwenden.

Das Symmetrieverhalten der natiirlichen
Geminale und Spin-Geminale

Alles was tiber die NSO und NO gesagt wurde,
gilt mutatis mutandis fiir die NSG und die NG, so
dafl es hier nicht wiederholt zu werden braucht.
Man kann als Symmetriegruppe fir die NG das
direkte Produkt aus der eigentlichen Symmetrie-
gruppe und der Zweiteilchen-Permutationsgruppe
ansehen und fir die Symmetrierassen kombinierte
Symbole der Art 34, oder '4, verwenden, wobei
der obere Index 3 darauf hinweist, daf} das NG
antisymmetrisch, und 1, dal} es symmetrisch ist.

Diese Arbeit wurde ermoglicht durch ein NATO-

Forschungsstipendium, das der Verfasser iiber den
Deutschen Akademischen Austauschdienst erhielt.



